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С.И. Янов

О СКОРОСТЯХ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ ПРИ МАЛЫХ
КОЛЕБАНИЯХ НА ДНЕ

В работе исследуется скорость вращающейся жидкости при малых колебаниях
давления на дне. Выделен класс возмущений, при которых компоненты скорости
либо осциллируют при возрастании времени, либо, начиная с некоторого момен-
та, монотонно стремятся к нулю и суммируемы по времени.

Ключевые слова: система Соболева, начально-краевая задача, поведение скоро-
стей.

S.I. Yanov
ON THE SPEEDS OF THE ROTATING FLUID BY SMALL OSCILLATION
ON THE GROUND

In paper study the behavior of the speed rotating fluid by small oscillation tension on
the Ground. Established the Grade of the oscillation, by which the Speeds regarded
as a function of t on (0,∞), is oscillates to t, or summable on (0,∞) and tends
monotonically to 0 as t→∞.

Key words: Sobolev system, mixed boundary value problem, the behavior of the speeds.

В работе исследуется поведение скоростей
решения первой начально-краевой задачи для
системы Соболева [1] (описывающей малые ко-
лебания вращающейся жидкости):

~Vt − [~V , ~ω] + gradP = 0,

x = (x1, x2, x3) ∈ R+
3 , t > 0,

div~V = 0, (1)

~V |t=0 = 0, P |x3=0 = g(t, x),

где ~ω = (0, 0, 1), x′ = (x1, x2).
Изучению решения задачи (1) посвящены ра-

боты [1–8]. Однако полученные результаты каса-
лись в основном поведения давления P решения
задачи (1), а качественное поведение скорости ~V
не было описано.

Пусть

Lt→γ(f(t)) =

∫ ∞
0

exp(−γt)f(t)dt, 0 < γ < δ −

преобразование Лапласа,

Fx′→ξ′f(x′) =
1

2π

∫
R2

exp(−ix′ξ′)g(x′)dx′ −

преобразование Фурье,

F−1
ξ′→x′h(ξ′) =

1

2π

∫
R2

exp(iξ′x′)h(ξ′)dξ′ −

обратное преобразование Фурье. В работе дока-
зана следующая теорема.

Теорема. Пусть ∀t ≥ 0 g(t, x′) ∈ C∞0 (R2),
∀t ≥ 0 supp g(t, x′) ⊂ ωR = {x′ ∈ R2 : |x′| ≤ R},
для некоторого N ≥ 0

|Di
tD

β

x′ g(t, x
′
)| ≤ CtN + Co, 0 ≤ i ≤ k.

Тогда, если

|Lt→γDz1g(t, z′)| ≤ C, |Lt→γDz2g(t, z′)| ≤ C,

|Lt→γg(t, z′)| ≤ Cγ, 0 < γ < δ, (∗)
то компоненты скорости V1(t, x), V2(t, x),
V3(t, x), либо осциллируют при возрастании
времени t ∈ [0,∞), либо суммируемы по вре-
мени и не меняют своего знака в некоторой
окрестности ∞.

Замечание. Условию (*) удовлетворяют неко-
торые функции, осциллирующие по времени,
например,

g(t, z′) = h(z′) cos t,

некоторые финитные по времени, например

g(t, z′) = h(z′)f(t),

f(t) = sin t, t ∈
[
π

2
,

3π

2

)
,

f(t) = 0, t /∈
[
π

2
,

3π

2

)
−

некоторые функции являющиеся произведением
возмущений с разными частотами по времени,
к примеру

g(t, z
′
) = h(z

′
) sin(at) sin(bt), a 6= b.

Алтайский государственный педагогический университет



С.И. Янов. О скоростях вращающейся жидкости при малых колебаниях на дне ‖ 37
Доказательство. С.Л. Соболевым доказа-
но [1], что компонента давления P решения за-
дачи (1) удовлетворяет уравнению

D2
t∆P +D2

x3
P = 0.

Кроме того доказано, что эта компонента удо-
влетворяет следующим начально-краевым усло-

виям (см., например, [7, § 3.3, п. 3]):

P |t=0 = 0, DtP |t=o = 0, P |x3=0 = g(t, x′). (2)

Также хорошо известно [7, § 3.2], что решение
P (t, x) задачи (2) существует и единственно,
причем имеет место следующее представление:

P (t, x) = q

∫
R2

x3

r3
D2
t

t∫
0

(t− τ)I0(
ρ

r
(t− τ))g(τ, y′)dτdy′ + q

∫
R2

x3

r3

t∫
0

(t− τ)I0(
ρ

r
(t− τ))g(τ, y′)dτdy′, (3)

где I0(z) – функция Бесселя нулевого порядка,
r =

√
x2

3 + ρ2, ρ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, q =
1

4
√
πΓ( 3

2 )
, Γ( 3

2 ) – значение гамма-функции в точке

3
2 . Выполняя в (3) преобразование y′ − x′ = z′ и
дифференцируя, получим

Dβ
x′P (t, x) = q

∫
R2

x3

r3
D2
t

t∫
0

(t− τ)I0(
ρ

r
(t− τ))Dβ

x′g(τ, z′ + x′)dτdz′+

+ q

∫
R2

x3

r3

t∫
0

(t− τ)I0(
ρ

r
(t− τ))Dβ

x′g(τ, z′ + x′)dτdz′.

Дальнейшее исследование величины давле-
ния P (t, x) будем проводить аналогично тому,

как это сделано в работе [7, § 3.2, п.4], а имен-
но:

Lt→γD
β
x′P (t, x) = q ×

∫
R2

x3γ
3

r3(γ2 + (ρ/r)2)3/2
Lt→γD

β
z′g(t, z′ + x′)dz′+

+ q

∫
R2

x3γ

r3(γ2 + (ρ/r)2)3/2
Lt→γD

β
z′g(t, z′ + x′)dz′ = I1 + I2.

Оценим I2. Учитывая финитность g(t, z′) и
то, что supp g(t, z′) ⊂ ωR, получаем, что

|I2| ≤ C max
z′
|Lt→γDβ

z′g|
∫
ωR

x3γ

r3(γ2 + (ρ/r)2)3/2
dz′.

Выполняя замену z′ + x′ = y′, обозначая ω′R об-
ласть, полученную из ωR при сдвиге на x′, будем

иметь следующую оценку:

|I2| ≤ C max
y′
|Lt→γDβ

y′g|
∫
ω′

R

x3γdy
′

(x2
3γ

2 + (1 + γ2)ρ2)3/2
.

считая, что ω′R ⊂ {z′ ∈ R2 : |z′| ≤ R}, переходя
в полярную систему координат, получаем

C max
y′
|Lt→γDβ

y′g|
2π∫
0

R∫
0

x3γρdρdφ

(x2
3γ

2 + (1 + γ2)ρ2)3/2
≤ C1 max

y′
|Lt→γDβ

y′g(t, y′)|.

Оценка I1 проводится аналогично. Таким об-
разом,

|Lt→γDβ
x′P (t, x)| ≤ C2 max

y′
|Lt→γDβ

y′g(t, y′)|.

Оценим Lt→γDx3
P (t, x). Если обозначить

−γ√
γ2+1

= s, то из [7, § 3.2, п. 3]

Lt→γFx′→ξ′P = exp(s|ξ′|x3)Lt→γFx′→ξ′g.
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Отсюда Lt→γDx3P = F−1
ξ′→x′s|ξ′| exp(s|ξ′|x3)×

×Fy′→ξ′Lt→γg =
s

(2π)2

∫
R2

∫
R2

exp(i(x′ − y′)ξ′+

+s|ξ′|x3)|ξ′|Lt→γgdy′dξ′.

Перейдем в полярную систему координат, по-
сле чего внесем экспоненту под знак дифферен-
циала. В результате получим следующую цепоч-
ку равенств:

Lt→γDx3P =
s

(2π)2

∫
R2

2π∫
0

∞∫
0

exp((i|x′ − y′| cosφ+ sx3)r)r2drdφLt→γgdy
′ =

=
s

(2π)2

∫
R2

2π∫
0

∞∫
0

r2d(
exp((i|x′ − y′| cosφ+ sx3)r)

i|x′ − y′| cosφ+ sx3
)dφLt→γgdy

′.

Проинтегрировав дважды по частям, полу-
чим

Lt→γDx3
P =

=
−s
2π2

∫
R2

2π∫
0

dφ

(i|x′ − y′| cosφ+ sx3)3
Lt→γgdy

′

Обозначая далее − sx3

|x′−y′| = a, получим, что ве-
личина Lt→γDx3

P будет равна

−s
2π2

∫
R2

1

|x′ − y′|3

2π∫
0

i

(cosφ+ ia)3
dφLt→γgdy

′.

Внутренний интеграл I вычислим с помощью
интеграла по замкнутому контуру от функции
комплексного переменного. Обозначая exp(iφ) =
z, cosφ = (z + 1/z)/2 , dφ = −i dz/z , получаем

I =

∫
|z|=1

dz

z((z + 1/z)/2 + ia)3
=

=

∫
|z|=1

8z2dz

(z2 + 2iaz + 1)3
.

Корень z1 = −i(a −
√
a2 + 1) – полюс третьего

порядка подинтегральной функции. Тогда инте-
грал I можно вычислить с помощью теории вы-
четов:

I = 2πi lim
z→−i(a−

√
a2+1)

D2
z

8z2

(z − (−i(a+
√
a2 + 1)))3

=
2π(1− 2a2)

(a2 + 1)5/2
.

Отсюда получаем

Lt→γDx3
P =

−s
π

∫
R2

1− 2a2

|x′ − y′|3(a2 + 1)5/2
Lt→γgdy

′.

Подставляя значение a и выполняя преобразо-
вания, будем иметь

Lt→γDx3
P =

=
−s
π

∫
R2

|x′ − y′|2

(s2x2
3 + |x′ − y′|)5/2

Lt→γgdy
′+

+
2s3

π

∫
R2

x2
3

(s2x2
3 + |x′ − y′|)5/2

Lt→γgdy
′.

Отсюда, как и ранее, получаем

|Lt→γDx3
P | ≤ C max

y′
|Lt→γg|. (5)

Доказано [8, § 2.6], что для компонент скорости
решения задачи (1) имеет место представление

V1 = cos t

∫ t

0

Dx2
P sin τ −Dx1

P cos τdτ−

− sin t

∫ t

0

Dx1
P sin τ +Dx2

P cos τdτ,

V2 = sin t

∫ t

0

Dx1P cos τ−Dx2P sin τdτ (6)

− cos t

∫ t

0

Dx1P sin τ +Dx2P cos τdτ,

V3 =

∫ t

0

Dx3Pdτ.

Преобразуя выражения в (6) с помощью фор-
мул тригонометрии, будем иметь

V1 = −
∫ t

0

sin(t−τ)Dx2Pdτ−
∫ t

0

cos(t−τ)Dx1Pdτ,
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V2 = −

∫ t

0

cos(t−τ)Dx2
Pdτ+

∫ t

0

sin(t−τ)Dx1
Pdτ,

V3 =

∫ t

0

Dx3
Pdτ.

Используя формулу преобразования Лапла-
са свертки, получаем

|Lt→γV1| ≤ |Lt→γ sin t||Lt→γDx2P |+
+ |Lt→γ cos t||Lt→γDx1P |,

|Lt→γV2| ≤ |Lt→γ cos t||Lt→γDx2
P |+ (7)

+ |Lt→γ sin t||Lt→γDx1P |,

|Lt→γV3| ≤
|Lt→γDx3

P |
γ

.

Так как

Lt→γ sin t =
1

1 + γ2
,

Lt→γ cos t =
γ

1 + γ2
,

0 < γ ≤ δ и имеет место (4), (5), то из (7) будем
иметь

|Lt→γV1| ≤ C
(

max
y′
|Lt→γDy1g|+

+ max
y′
|Lt→γDy2g|

)
,

|Lt→γV2| ≤ C
(

max
y′
|Lt→γDy1g| (8)

+ max
y′
|Lt→γDy2g|

)
,

|Lt→γV3| ≤ C
maxy′ |Lt→γg|

γ
.

Дальнейшее доказательство аналогично [5–
7]. Воспользовавшись [7, гл. 2, § 2.1, лемма 2.1] и
оценками (8), из условия доказываемой теоремы
получим, что V1, V2, V3 либо осциллируют при
возрастании времени, t ∈ [0,∞), либо суммиру-
емы по времени на [0,∞) и не меняют своего
знака в некоторой окрестности ∞.

Теорема полностью доказана.
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