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Abstract. This article discusses some of the issues of statistical estimation averaged mixed moments
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В ранее опубликованных автором материа-
лах [1] показано, что усредненные смешанные
моменты играют важную роль в формировании
вида распределения сумм случайных величин. В
настоящей работе рассматриваются некоторые
вопросы статистического оценивания усреднен-
ных смешанных моментов и исследуются их ос-
новные свойства.

Случай бивалентных последовательно-
стей. Пусть задана последовательность ξ =
(ξi)i∈In , ξi ∈ {−θ, θ},Mξi = hi. Рассмотрим вы-
борку объема r из этой последовательности, то
есть пусть ~X1, . . . , ~Xr суть независимые, одина-
ково распределенные случайные вектора ~Xi =
(xi,1, xi,2, . . . , xi,n) ∈ {−θ, θ}n. Обозначим через

Sn(i) =

n∑
j=1

xi,j , S′n(i) =

n∑
j=1

I(xi,j = θ). (1)

Здесь и далее I(A) – индикаторная функция,
принимающая значение 1 в случае, когда выра-
жение A истинно и принимающая значение 0 в
противном случае.

Связь между этими величинами:

Sn(i) = θ(2S′n(i)− n).

Обозначим через rk =
∑r
i=1 I(S′n(i) = kθ). Из

Теоремы 2.2 [1] имеем

vm = θm
n∑
k=0

Pn(k) ·Bn(m, k), m = 1, . . . , n.

v̈m = θm
n∑
k=0

Pn(k) · Bn(m, k)√
nm

, m = 1, . . . , n.

Рассмотрим следующую статистику

ˆ̈vm =
θm

r

n∑
k=0

rk ·
Bn(m, k)√

nm
m = 1, . . . , n. (2)

Теорема 1. Статистика ˆ̈vm является несме-
щенной и состоятельной оценкой для v̈m, m =
1, . . . , n.
Доказательство. Несмещенность: Mˆ̈vm =

Mθm
n∑
k=0

rk
r

Bn(m, k)√
nm

= θm
n∑
k=0

Bn(m, k)√
nm

M
rk
r

=

= θm
n∑
k=0

Bn(m, k)√
nm

Pn(k) = v̈m.

Состоятельность: на основании закона больших
чисел и теоремы о непрерывности

ˆ̈vm = θm
n∑
k=0

Bn(m, k)√
nm

rk
r

p−→

p−→ θm
n∑
k=0

Bn(m, k)√
nm

Pn(k) = v̈m.

ч.т.д.
Известно (см., например, [2] ), что случайный

вектор (r0, . . . , rn) имеет полиномиальное рас-
пределение, а вектор

(
r0−rPn(0)√

r
, . . . , rn−rPn(n)√

r

)
сходится по распределению к центрированному
нормальному вектору c ковариационной матри-
цей Λ = (λi,j), где

λi,j =

{
Pn(i) · (1−Pn(i)), для i = 0, . . . , n,
−Pn(i) ·Pn(j) для i 6= j

Учитывая это, получаем:
Теорема 2. Случайная величина

√
r

θm
· (ˆ̈vm − v̈m) ⇒ N0,σ2

m
,

27
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где

σ2
m =

n∑
i=0

B2
n(m, i)

nm
·Pn(i) · (1−Pn(i))−

−2

n∑
0≤i<j

Bn(m, i)√
nm

Bn(m, j)√
nm

Pn(i) ·Pn(j)

или, что то же самое

σ2
m = ~Bn(m) ·Λ · ~B′n(m).

Здесь ~Bn(m) = (Bn(m,0)√
nm . . . , Bn(m,n)√

nm ).

∀m = 1, . . . , n.
Доказательство. Имеем, что

√
r

θm
(ˆ̈vm − v̈m) =

√
r
( n∑
k=0

rk
r
· Bn(m, k)√

nm
−

−
n∑
k=0

Pn(k) · Bn(m, k)√
nm

)
=

=

n∑
k=0

Bn(m, k)√
nm

· rk − r ·Pn(k)√
r

.

Откуда и следует утверждение.
Случай решетчатых случайных вели-

чин. Рассмотрим последовательность случай-
ных величин, имеющих решетчатое распределе-
ние с конечным числом значений, то есть ξ =
(ξi)i∈In , где ξi ∈ {θ(2k − t), k = 0, 1, . . . , t} где θ
- шаг распределения. Для таких случайных ве-
личин можно доказать аналогичный результат:
По аналогии с тем, как это делалось в [1], мож-
но свести этот случай к предыдущему. То есть
последовательности ξ = (ξi)i∈In , ξi ∈ {θ(2ki −
t), ki = 0, 1, . . . , t} поставить в соответствие по-
следовательность ξ′ = (ξ′i)i∈Int, ξ

′
i ∈ {−θ, θ}.

Рассмотрим выборку объема r из этой по-
следовательности, то есть пусть ~X1, . . . , ~Xr суть
независимые, одинаково распределенные слу-
чайные вектора ~Xi = (xi,1, xi,2, . . . , xi,n), где
xi,j = θ(2ki,j − t) ∈ {θ(2k − t), k = 0, 1, . . . , t}.

Выборку объема r из последовательности
ξ = (ξi)i∈In , ξi ∈ {θ(2ki − t), ki = 0, 1, . . . , t}
можно рассматривать как сгруппированную вы-
борку объема r из последовательность ξ′ =

(ξ′i)i∈Int
, ξ′i ∈ {−θ, θ}. Где ~X ′1, . . . ,

~X ′r суть неза-
висимые, одинаково распределенные случайные
вектора ~X ′i = (x′i,1, x

′
i,2, . . . , x

′
i,nt) ∈ {−θ, θ}nt.

Тогда будем иметь

Sn(i) =

n∑
j=1

xi,j =

nt∑
j=1

x′i,j = Snt(i).

Откуда, если принять

S′n(i) =

n∑
j=1

ki,j то S′n(i) = S′nt(i).

Отсюда

rk =

r∑
i=1

I(S′n(i) =

r∑
i=1

I(S′nt(i) = kθ),

и определив для этого случая статистику (2) как

ˆ̈vm =
θm

r

nt∑
k=0

rk ·
Bnt(m, k)√

ntm
, m = 1, . . . , nt.

По аналогии с предыдущим, получим следую-
щий результат:
Теорема 3. Случайная величина

√
r

θm
· (ˆ̈vm − v̈m) ⇒ N0,σ2

m
,

где

σ2
m =

nt∑
i=0

B2
nt(m, i)

(nt)m
·Pnt(i) · (1−Pnt(i))−

−2

nt∑
0≤i<j

Bnt(m, i)√
(nt)m

Bnt(m, j)√
(nt)m

Pnt(i) ·Pnt(j)

или, что тоже самое,

σ2
m = ~Bnt(m) ·Λ · ~B′nt(m).

Здесь m = 1, . . . , nt, а

~Bnt(m) =
(Bnt(m, 0)√

(nt)m
. . . ,

Bnt(m,nt)√
(nt)m

)
.
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